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RESUMO

O presente artigo pretende destacar a importancia do papel das representacdes semidticas
gréficas no ensino de um algoritmo deterministico, puramente légico e algébrico, para a
resolucdo de problemas de programacdo linear de duas variaveis. Para facilitacdo da
pratica docente, os autores construiram um software aplicativo que cria, a partir de um
problema de programacao linear, PPL, fornecido pelo usuario, uma tela contendo trés
representacdes semiodticas graficas que buscam oferecer a compreensdo do algoritmo
deterministico e, ao mesmo tempo, comparar com a resolucdo grafica previamente
estudada. Com isso, cria-se uma oportunidade para que os alunos possam desenvolver
programas de computador para a resolucdo de problemas de programacdo linear de duas
variaveis sem a necessidade de que conhecam bibliotecas graficas oferecidas pelo
ambiente de programacao utilizado, o que permite o desenvolvimento de programas que
implementem algoritmos de otimizacdo mesmo por alunos com pouca experiéncia na
pratica de programacdo de computadores. Serdo apresentadas algumas vantagens na
utilizacdo do aplicativo proposto por parte do professor responsavel por apresentar tais
conteudos em disciplinas oferecidas em cursos na area de tecnologia de informacao,
cursos na area de producdo e cursos na area de administracao.

Palavras-chave: Programacgdo linear. Algoritmo deterministico. Representacdes
semioticas graficas. Educacdo matematica.
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ABSTRACT

This article aims to highlight the importance of the role of graphical semiotic
representations in teaching a deterministic algorithm, purely logical and algebraic, for
solving two-variable linear programming problems. To facilitate the teacher practice, the
authors built an application software that creates, from a linear programming problem,
LPP, provided by the user, a screen containing three graphical semiotic representations
that seek to provide an understanding of the deterministic algorithm and, at the same time,
compare with the graphic resolution previously studied. This creates an opportunity for
students to develop computer programs for solving two-variable linear programming
problems without the need for them to know the graphic libraries offered by the
programming environment used, which allows the development of programs that
implement optimization algorithms even by students with little experience in computer
programming practice. Some advantages will be presented in the use of the proposed
application by the teacher responsible for presenting such contents in subjects offered in
courses in information technology, courses in production and courses in administration.

Keywords: Linear programming. Deterministic algorithm. Graphical semiotic
representations. Math education.

1. INTRODUCAO

O papel do professor € o de transitar nos caminhos envolvendo o conhecimento
noético e as diferentes formas de representacdo semidtica associadas, tendo sempre em
mente a facilitacdo do aprendizado por parte do aluno. Para COSTA & RAUEN, 20009,
“um conceito matematico fundamental como o de fracéo, por exemplo, € definido como
conceito noético, sendo que as diferentes formas de representa-lo sdo definidas como
representacdes semidticas” (apud SPROVIERI & COMELLI, 2021, p. 292). Sendo
assim, metade é o conceito noético em que tomando-se o todo, dividindo-o em duas partes
iguais, cada uma denominada metade, que pode ser representada de inumeras formas,
cada uma delas constituindo uma representagdo semiotica como Y2, 50%, 0,5, entre outras.

As representacfes semioticas podem assumir indmeras e diferentes formas: textuais,
algébricas, tabulares, graficas, entre outras.

No presente artigo, pretende-se apresentar um software aplicativo que aborda dois
diferentes algoritmos para resolucdo de problemas de programacéo linear de duas
variaveis que permitem que o professor possa, através de diferentes representacoes
semioticas gréficas apresentadas pelo programa, realizar argumentagdes, comparagoes e
demonstracdes durante aulas de administracdo de producdo, programacao linear ou

pesquisa operacional. Os dois algoritmos sdo: (1) algoritmo deterministico para a
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resolucdo de PPLs de duas varidveis (SPROVIERI & COMELLI, 2021) e (2) algoritmo
gréfico e algébrico. Ambos os algoritmos serdo apresentados a seguir através de um PPL
de maximizacdo extraido do livro Pesquisa Operacional na tomada de decisdes
(LACHTERMACHER, 2009, 42 ed. p. 25).

1.1. ALGORITMO DETERMINISTICO PARA A RESOLUQAO DE PPL DE
DUAS VARIAVEIS
Considerando-se o PPL:
Max Z = 4x + 3y
S.T.
x+3y <7
2x+2y <8
x+y<3
y<2
x,y=0

A Tabela 1 abaixo resume os processos algébrico e l6gico do algoritmo
deterministico para resolucdo de problemas de programacado linear de duas variaveis.
Algebricamente, a coluna Sistema fornece o conjunto de todos os sistemas de equacdes
lineares obtidos a partir de cada uma das retas associadas as restricGes fornecidas pelo
PPL acima. A coluna Solucédo representa o resultado do sistema da coluna Solugéo e
define o endereco do ponto de intersecdo entre as duas retas que formam aquele sistema.
Logicamente, a Coluna Viavel? é formada testando-se cada par de valores na coluna
Solucéo em relacéo a todas as restri¢cbes do problema: se a resposta for Sim, significa que

0 ponto esta contido no espaco-solucao do problema.

Tabela 1. Conjunto de todos os sistemas de equacdes lineares a partir das restri¢coes

impostas ao PPL.

# Sistema Solucdo | Viavel? | Valor de Z
x+3y=7 x

1 {Zx +2y=8 (2.5,1.5) | Naéo _
x+3y=7 .

2 {Hy =) a2 | sim 10
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# Sistema Solucdo | Viavel? | Valor de Z
3 {x +y3y =7 @2 | sim 10
x+3y=7 7 x
4 |{ Y (0.7) N&o ~
5 {x + 3y =7 a0 Néo ~
y=
6 {Zi i }Zly __38 N3o tem 3 3
7 { X+ Zy =81 22 Néo ~
8 | {** t2 2y = . 81 04 | Nio B
9 {2 X+ Zy =81 o Néo _
y=
x+y=3 .
10 { y=2 (1,2) Sim 10
u| 7Y 03) | Néo _
12 {x ;i = (3,0) | Sim 12
13 {i’ = 0,2) Sim 6
14 {y i Né&o tem _ _
y =
X = .
15 {y - ©0) | sim 0

Fonte: elaborada pelos autores

Percebe-se pela tabela que dois sistemas de equacGes lineares ndo tém solucdo (6 e
14). Os sistemas 1, 4, 5, 7, 8, 9 e 11 tém solucdo, porém nao sdo vidveis porque ndo
atendem a todas as restricdes (parte logica do algoritmo). Finalmente, os sistemas de
equac0es lineares 2, 3, 10, 12, 13 e 15 tém solucéo, sendo que o sistema 12 corresponde
ax =3ey=0paraovalorde Z,sximo = 12.

1.2. ALGORITMO GRAFICO E ALGEBRICO PARA A RESOLUCAO DE

PPL DE DUAS VARIAVEIS

Quando se desenvolve o grafico, como apresentado na Figura 1, observa-se que o ponto

Otimo € o ultimo ponto a ser ultrapassado por sucessivas curvas de nivel (L1, L2 e Lg)
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Max Z =4z + 3y
s

r+3y <7

20+ 2y <8
r+y=3

y<=2

xy =0

c+3y=T

Figura 1. Resolucdo grafica de um PPL. Elaborado pelos autores através do Geogebra
Classic 6. (Fonte: autores).

deslocando-se perpendicularmente ao vetor gradiente (V;), no sentido 0 a co. Portanto, o
ponto 6timo é o ponto D.

A seguir, a resolucéo algébrica associada ao grafico da Figura 1.

O ponto D é dado por:

{x +y=3
y=0
Considerando-se (¥) = A~* x (¥) STEINBRUSH & WINTERLE, 1987,
_[a bl ,-1_ 1 : . ~_[d —=b _
A= [C d],A = Zotmy ¥ adj(A), e adj(A) = [_C 4 ] temos:
A= [(1) ﬂ a matriz dos coeficientes das variaveis do sistema de equacdes lineares que

definem o ponto D,
det(A)=ad—-chb=1x1-0x1=1,

win=[} 7]

1
I N e B |

()=
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Sendo assim, (;) = [é _11] x (%)= [((10XX3§)++((_11XX0(;) e

(;) = (3) ., isto ¢, 0 ponto D é (3,0).

Como Z é maximo no ponto 6timo (D), temos que:

Z =4x + 3y
Zmax = 4(3) +3(0)
Zmax = 12

1.3. UM SOFTWARE APLICATIVO PARA APOIAR A PRATICA
DOCENTE NO ENSINO DE PROGRAMACAO LINEAR DE DUAS
VARIAVEIS

Foi desenvolvido um aplicativo em Python para auxiliar professores responsaveis por
ministrar conteddos envolvidos com algoritmos de otimizacdo, notadamente aqueles
relacionados aos itens 1.1 e 1.2, anteriormente apresentados. O algoritmo deterministico
é base para a construgdo do programa e representa a concretizacdo de ideias apresentadas
anteriormente pelos autores (SPROVIERI & COMELLI, 2021). Basicamente, o
aplicativo oferece ndo somente a resolucdo de problemas de programacéo linear de duas
varidveis, de maximizacdo ou de minimizacdo, mas também cria diferentes
representacfes semioticas graficas, oferecidas ao docente para permitir que se possa
comparar a resolucdo gréafica com aquela resolucéo algébrica oferecida pelo algoritmo

deterministico.

2. TECNOLOGIAS E FERRAMENTAS EMPREGADAS NA CONSTRUCAO
DO APLICATIVO

Foi utilizada a IDE PyCharm Community Edition 2019.3.2 x 64. O interpretador de
projetos é o Python 3.8. Essa linguagem foi escolhida pelo potencial que oferece para o
desenvolvimento de solugdes voltadas para a resolucéo de problemas matematicos. Para
realizacdo de todas as funcionalidades que o aplicativo necessitava oferecer, foi
necessaria a instalagdo da biblioteca gréfica orientada a objetos Matplotlib (HUNTER,
2007). A intencdo é também utilizar Python para que alunos possam construir suas

préprias aplicacbes para os algoritmos estudados. O grafico apresentado no item 1.2 foi
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construido através do Geogebra Classic 6, baseado no livro-texto empregado em cursos
de pesquisa operacional e de programacdo linear, por apresentar resolucdo grafica
rigorosa e completa, destacando-se vetores de direcionamento, vetor gradiente e curvas
de nivel que constituem elementos importantes no apoio a tomada de decisdes sobre a
regido viavel apresentada (LACHTERMACHER, 2009).

3. RESULTADOS OBTIDOS

O programa oferece basicamente a imagem apresentada na Figura 2 que mostra 3

graficos distintos.

& s £ Figure 3 - O X

o = N W A ow
L P

o = N W AW
\ L

B
A D

\

o = N W & w

R

NN RN
[ T T S S S S [ T S e S S S S [ T S A S S S S
#<|2| ¢la/=| @ o | @ €3] Q=] B E IR =N

Figura 2. Gréafico que apresenta trés representacdes semioticas graficas que permitem
que o docente possa estabelecer as relacdes entre o algoritmo deterministico e o

algoritmo gréfico e algébrico, na resolucé@o de PPLs de duas variaveis. (Fonte: autores).

O gréafico a esquerda exibe o conjunto de todos os pontos viaveis e ndo-viaveis
exibido anteriormente na forma de tabela, quando da explanagdo do algoritmo
deterministico (item 1.1). O grafico do meio é obtido quando se suprime todos os pontos
ndo-viaveis, destacando-se a regido viavel do PPL. Finalmente, o grafico a direita
representa a resolucdo grafica completa que exibe o vetor-gradiente, as curvas de nivel
(L1, L2 e L3). O circulo envolve o ponto 6timo D. Os nimeros 1, 2, 3 e 4 sdo referéncias
asretasx +y = 3,2x + 2y = 8,x + 3y = 7 e y = 2, respectivamente.

A seguir sera apresentada a Tabela 2, gerada a partir da Tabela 1, porém contendo
informacdes adicionais que possibilitam a comparagdo com o grafico do lado esquerdo

da imagem exibida pela Figura 2.
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Tabela 2. A tabela em questé@o é uma representacdo semidtica tabular em relacdo ao

grafico a esquerda, apresentado pelo programa.

# Sistema Solucéo | Viavel? | Valor de Z | Ponto
x+3y= x
1 {Zx +2y=8 (2.5,1.5) | Nao _ I
x+3y=7 .
2 { x4y = (1,2) Sim 10 C
3 {x +y3=y = 1,2) | sim 10 C
x+3y= 7 x
4 { x=0 (O' 5) Nao - E
x+3y = x
5 { y =0 (7,0) Nao _ K
6 {Zx +2y =8 Nao tem
x+y= - - -
7 {Zx Jyr iy ~° @22 N4o _ H
8 | {*+2 =8 (0 N0 B G
X =
9 {2" ; =81 o) | Nao B ]
w0 Y57 @ | sim 10 c
1| {* : Y= 0,3) Néo ~ F
12 {x ';3; =3 | @0 | sim 12 D
13 {i’ =2 0,2) Sim 6 B
14 g z 2 Nao tem _ _ _
15 {; I (0,0) Sim 0 A

Fonte: elaborada pelos autores

A Figura 3 apresenta o grafico a esquerda maximizado. Pode-se observar que o

gréfico apresentado é uma representacdo semiotica grafica andloga a representacédo

semidtica tabular expressa pela tabela acima. Ambas as representacdes semidticas estéo

associadas ao algoritmo deterministico. Pode-se observar que o ponto C é a intersecao
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formada por 3 retas e, por isso, pode ser obtido através da resolucdo de 3 sistemas de
equacdes lineares, representados pelos nimeros #2, #3 e #10 na Tabela 2. Os sistemas #6
e #14 ndo tém solugcdo uma vez que as retas que formam o sistema #6, 2x + 2y = 8 e
x + y = 3 séo paralelas. O mesmo ocorre com as retas que fazem parte do sistema #14,
y =2 ey =0.Isso explica por que existem 15 sistemas de equagOes lineares e apenas

11 pontos, de A a K, no gréfico abaixo.

& Figure 1 _ %

&l €3 Q=B

Figura 3. Representacdo semidtica grafica associada ao algoritmo deterministico para

resolucdo de PPL de duas variaveis. (Fonte: autores).

O gréafico do meio na Figura 2 pode ser visualizado no modo maximizado na
Figura 4 adiante. Ele € obtido apds submeter-se o grafico a esquerda ao trecho l6gico do
algoritmo deterministico para resolucdo de PPL de duas varidveis. A titulo de exemplo,
considere-se o sistema #1, cuja solucdo é (2.5,1.5) que definem o endereco do ponto I.
Para determinar se o ponto I é viavel ou ndo ele deve atender a todas as restri¢cdes do PPL.
Desse modo:

Parax + 3y < 7:
2.5 + 3(1.5)
25+45
7<7(V)

Para 2x + 2y < 8:
2(2.5) +2(1.5)
5+3
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8<7(V)
Parax +y < 3:
25+15
4 < 3(F)

Como o ponto | ndo resulta verdadeiro para a terceira restricdo, ele nao é viavel,
ndo sendo necessario verificar se o ponto | atende as demais restri¢cdes impostas ao PPL
exemplo. Sendo assim, 0s pontos viaveis sdo os pontos A, B, C e D que constituem os

pontos extremos da regido viavel representada abaixo:

% Figure 2 - X

al &2 Q=B

Figura 4. Representacdo semiotica grafica associada a fase logica do algoritmo

deterministico para resolucao de PPL de duas variaveis. (Fonte: autores).

O grafico apresentado pela Figura 4 é, claramente, o meio do caminho entre o
primeiro e o ultimo graficos, sendo que o grafico a direita representa a resolucao gréafica
completa. O professor pode, a partir da tela que apresenta simultaneamente os trés
gréaficos, maximizar o grafico desejado e utilizar as op¢des de zoom oferecidas pela barra

de ferramentas inferior, oferecida pelo proprio Matplotlib.
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% Figure 3 - x

NN

#l &2 Q=B

Figura 5. Representacéo semidtica gréafica representando a resolucéo grafica completa

para o PPL de duas variaveis apresentado. (Fonte: autores).

Todos os sistemas de equagdes lineares séo resolvidos por algebra linear, ou método
matricial, pelo software aplicativo, conforme apresentado anteriormente. Essa estratégia
é importante, caso o docente queira estimular alunos iniciantes de cursos de tecnologia a

implementarem a solucdo do algoritmo deterministico.

4. CONCLUSAO

Atualmente, o professor ndo é mais apenas o0 que transmite contetdo. Ele é também
o profissional que adapta o contelido de acordo com seus alunos. E o arquiteto das
diferentes formas de exibir o conteldo, isto €, aquele que cria diferentes formas de
representacdes semidticas. E, nas palavras de DUVAL (2012), “as representa¢des Ndo S0
somente necessarias para fins de comunicacdo, elas sdo igualmente essenciais a atividade
cognitiva do pensamento” (DUVAL, 2012, p. 269).

Aqui foram apresentadas diferentes formas de representacdes semioticas, tabular e
gréficas, no intuito de permitir a apresentacdo de dois métodos para a resolucdo de
problemas de programacéo linear: o primeiro, aqui chamado algoritmo deterministico
para resolugéo de problemas de programac&o linear de duas variaveis, e um segundo, mais
presente nas salas de aula, aqui tratado como método para resolucdes grafica e algébrica
para problemas de programacéo linear de duas variaveis. O software aplicativo criado

tem como objetivo principal facilitar o professor, fornecendo diferentes representacfes
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semidticas graficas que permitam ao profissional ndo apenas explicar os algoritmos
envolvidos, mas também esclarecer todas as correlagfes e diferencas entre eles.

Tradicionalmente, o método grafico e algébrico € mais frequentemente usado.
Considerando cursos de programacdo linear ou pesquisa operacional oferecidos para
alunos que fazem diferentes cursos na area de tecnologia da informacao, fica dificil para
eles programarem a resolucéo gréafica com pouca experiéncia na pratica de programagao
de computadores. Surge entdo a oportunidade ideal para o algoritmo deterministico, pois
ele € bem mais facil de implementar, sendo estritamente algébrico e l6gico e sem
heuristicas complexas que tornam o método grafico e algébrico inadequado para alunos
pouco experientes.

Faz-se necessario, também, chamar a atengdo para o tempo que se poupa com a
utilizacdo das representacdes semidticas aqui empregadas, aliadas aos métodos
tradicionais de aula e com a utilizacdo de aplicativos de graficos de funcbes, como o
Geogebra aqui citado. Por exemplo, com um Unico comando, fornecido ao Geogebra
Classic 6, representado pela expressao booleana unindo todas as restricGes e condic¢oes
de ndo-negatividade através de operadores l6gicos A (E n-ario) chega-se ao grafico da
Figura 4.
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